SESSION 2016 BECEAS

Banque d’Epreuves des Concours des Ecoles d’Actuariat et Statistique.
Mathématiques. Option A

Partie I. Etude des espaces E, (a)

1) a) Soient f € E, a € R et n € N*. f est de classe C* sur R et en particulier admet en a un développement limité
d’ordre n, son développement de TAYLOR-Y OUNG :

nop(k)
) = Y ! k,(a) (x—a)*+o((x—a)").
=0 :

Par unicité des coefficients d’'un développement limité,

n ) (a)
f € En(a) & f(x)—f(a) = o((x—a)") &Vke [1,n], 0

=0&vke[ln], f*a)=o.

b) La somme d’une série entiére de rayon infini est de classe C* sur R et donc un élément de E. De plus, on sait que pour
™) (0)
s

— D’aprés la question précédente,
n!

tout ne N, a, =

(k)
s ultraplate en 0 & ¥Vn € N*, s € E,(0) & Vn € N, Vk € [[Lnﬂv : kl(O) =0
SVneNy a, =0

S Vx € R, s(x) = ap & s est constante sur R.

2) a) La fonction x — Inx est strictement croissante sur ]0, +ool, strictement négative sur ]0, 1 et strictement positive sur
11, +o0o[ et donc la fonction b est strictement croissante sur ]0, 1] et strictement décroissante sur [1, +ool. La fonction b admet

2Ilnx —( 2
—e€

un maximum en 1 égal & b(1) = 1. La fonction b est deux fois dérivable sur ]0, +oo[ et pour x > 0, b’(x) = Inx)

2Inx\? 1—Inx _ 2 2 _ 2
1" (Inx) 2 (Inx)
b"(x) = s -2 ") e =22 (21n x+lnx—1)e .

1
Pour x > 0, b”(x) = 0 & 2ln*x+Inx—1 =0 & Inx € {—1

puis

5 @ xE {e7',e'/2}. De plus, en e et en e'/2,
b’ g’annule en changeant de signe. Donc, le graphe de b admet deux points d’inflexion & savoir les points (e_] , e_]) et
(61/2)6—1/4)_

Graphe de la fonction b.
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b) La fonction f : x — Inx est de classe C* sur ]0, +oo[ & valeurs dans R, la fonction g : y — —y? est de classe C* sur
R & valeurs dans R et la fonction h : z +— e* est de classe C*° sur R. Donc, la fonction b =ho gof est de classe C* sur
R.

Montrons par récurrence que pour tout n € N*| il existe un polynome B,, € R[X] tel que, pour tout x > 0,

Xn

Inx)?

b (x) =

e D’aprés la question précédente, le résultat est vrai pour n =1 avec B; = —2X € R[X].

e Soit 1 > 1. Supposons le résultat pour n. Alors, pour x > 0,

xn n Xn+1 XM

P (x) = ((B{l(lnx))/x B (Inx) N B (Inx) ( zlnx>) o—(lnx)>

Inx)?

B/ (Inx) — (n+2Inx)Bn(Inx) 02 Bari(lnx) _
= e = — e
xn+1 xn+1

avec Bni1 = B/, — (2X+n)B, € R[X].

On a montré par récurrence que pour tout n € N*, il existe un polynéme B;,, € R[X] tel que, pour tout x > 0,

Inx

Xn

)2

b (x) =

c¢) Par parité, la fonction c est de classe C* sur R*. Montrons par récurrence que pour tout n € N, ¢ est de classe C™ sur
R et que ¢(™(0) = 0.

e lim ¢(x) = lim e = fiy X =0= ¢(0). Le résultat est vrai quand n = 0.
);c;}(()) x—0 X——o0

e Soit 1 > 0. Supposons le résultat pour n. D’aprés un théoréme de croissances comparées,

lim ¢™* 1 (x) = lim Me%ln\xmz ~ lim Bni1 (—vV—X) oX
x—0 x—0 X“‘H X (ie, — —
- XEIPOO iBn—H (_\/ —X) eX+(n+1 )WV=X =0.

Ainsi, c € C*(R,R) N C™*! (R*,R) et c(m+1) = (c(“))/ a une limite réelle en 0 & savoir 0. D’aprés le théoréme de la
limite de la dérivée, c est de classe C™*! sur R et en particulier n + 1 fois dérivable en 0 avec ¢(™+1)(0) = 0.

On a montré par récurrence que pour tout n € N, ¢ est de classe C™ sur R et que ¢™(0) = 0.
Ainsi, la fonction ¢ est un élément de E, ultraplate en 0.

Soit a € R*. Si ¢ est plate en a, alors ¢’(a) = 0 puis b’(|a]) = 0 puis a € {—1,1}. Réciproquement, si a € {—1,1}, ¢’
s’annule en a et ¢ ne s’annule pas en a d’aprés la question a). Donc, la fonction ¢ est plate en 1 et —1 a ordre 1 et n’est
plate en aucun autre réel de R\ {—1,0, 1}.

3) a) Soient n € N* et a € R. La fonction constante 1 est un élément de E,,(a) d’aprés la question 1.b). Ensuite, si f et g
sont deux éléments de E (a) et (A, i) est un couple de réels,

(Af +ug) (x) — (Af 4+ ug) (a) = A(f(x) — f(a)) + ulg(x) —g(a)) = o((x—a)™)

et donc Af + pg est un élément de E, (a). De méme,

f(x)g(x) —fla)gla) = (fla)+o((x—a)™))(gla)+o((x—a)™))—f(a)g(a) = o((x—a)")

X—a Xx—a

et donc fg est un élément de E,, (a). Ceci montre que E;, (a) est une sous-algébre de 'algébre (E,+, ., X).

b) Soient n € N* et a € R. La fonction f : x +— 1+ (x —a)™*! est dans E(a). Soit g : 1+ (x —a). f(a)g(a) =1 puis

f(x)g(x) —fla)gla) = 1+ (x—a)"") (1 +(x—a) —T=(x—a)+ (x—a)"""+ (x—a)"™ ~ x—a,

x—a

et donc fg ¢ E (a). Par suite, E; (a) n’est jamais un idéal de I'anneau E.
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4) a) Soit f une fonction définie sur un voisinage de 0, ultraplate en 0. Soit a un réel non nul. Pour x € R, posons
g(x) = f(x — a). g est définie sur un voisinage de a et pour tout n € N*,

gx) =f(x—a) = o((x—a)").

Xx—a

Donc, g est ultraplate en a.

b) Soit d la fonction définie sur R par : Vx € R, d(x) = c(x — 1)c(x)c(x + 1). d est une fonction élément de E qui est
ultraplate en —1, 0 et 1 d’aprés la question 4.a) (et car de plus d(—1) = d(0) = d(1) =0).

Partie II. Interpolations polynomiales avec ajustement des dérivées

1) a) Soit n € N*. Si P,, est un élément de Ry 2[X] tel que P, (0) = 0 et P, € Ey(a), alors pour tout k € [0,n],
P (0) = 0 puis 0 est racine de P, d’ordre au moins n 4 1. Donc, il existe deux réels a et b tels que P, = X" (aX +b).
Puis

Pa(1)=1etPreE(1)= Pr(l)=1etP (1) =0=a+b=Tet(n+1)(a+b)+a=0
Sa=—M+1)etb=n+2
= P = X" (—(n+ )X+ (n+2)).

Réciproquement, si Py, = X1 (—(n 4+ 1)X 4 (n + 2)), alors P (0) =0, Pa(x) — Pn(0) = Pna(x) = o(x™), Pn(1) =1 et

x—0
P/ (1) =0 de sorte que P, (x) — P (1) = o(x —1). Donc, P, convient.
xX—
b) Soit x € [0, 1].
eSix=1,P,(x)=1 — 1.
n—-+oo
e Six €[0,1[, Pa(x) =x™T(—(n+1)x+ (n+2) = 0 d’aprés un théoréme de croissances comparées.
n——+oo
. . . . . Tsix=1
Donc, la suite de fonctions (Py), . converge simplement sur [0, 1] vers la fonction f : x — { Osixe[0,1] -

Puisque chaque fonction P, n € N*, est continue sur [0,1] et que la fonction limite f n’est pas continue sur [0, 1] car
discontinue en 1, la convergence de la suite (Pn),cy. sur [0,1] ne peut pas étre uniforme. Donc, la suite de fonctions
(Pn)pen+ ne converge pas uniformément sur [0, 1] vers la fonction f.

2) a) Soient (P, Q) € (RIX])? et (A, ) € R

PP +1Q) = (AP (ar) +1Q ™ (ar) ..., AP™) (@) + Q™ (ar), ...,
AP(©) (ap) + HQ(O) (ap)’._.’xp(“v) (ap) + HQ(np) (ap))
=2 (PO (@r), o PP (@) PO (), PO ()

1 (Q (@), Q™ (@), Q) (ap) -, Q™ ()
AD(P) + u@(Q).

Donc, ® € & (R[X],Rm“).
Soit P € R[X].

P € Ker(®) & Vk € [1,p], Vi € [0,n], PV (ax) =0
& Yk € [1,p], ax racine de P d’ordre au moins ny + 1

P
&3IQeRX/P=Q]] X—a)™"".
k=1

P P P
Donc, si on pose A = H (X — ak)nkH, alors Ker(®) = AK[X]. On note que deg(A) = Z (Me+1) = p+Z ng =m-+1.

k=1 k=1 k=1
Vérifions alors que R[X] = R,[X] ® Ker(D).
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e Soit P € R,,[X] N Ker(®). Donc, deg(P) < m et il existe Q € R[X] tel que P = QA. Si Q # 0, deg(P) = deg(Q) +
deg(A) > deg(A) = m+ 1 ce qui est faux. Donc, Q = 0 puis P = 0. Ceci montre que Ry, [X] N Ker(®) C {0} puis que
R [X] N Ker(®) = {0}.

e Soit P € R[X]. La division euclidienne de P par A fournit deux polynomes Q et R tels que P = AQ + R et deg(R) <
deg(A) — 1 = m. Le polynome AQ est dans Ker(®) et le polynéme R est dans Ry, [X]. On a montré que tout élément de
R[X] est somme d’un élément de Ry, [X] et d’'un élément de Ker(®) et donc que R[X] = R, [X] + Ker(D).

Finalement, R[X] = R,x [X] ® Ker(®).

b) On en déduit que la restriction @, de @ a Ry, [X] est une application linéaire injective sur Ry, [X] et donc un isomor-
phisme de R, [X] sur R™*! car dim (R [X]) = dim (RmH) =m+1< +o0.

Maintenant, si P est un élément de R, [X],

P
P e ﬂ En, (ax) & Vk € [1,p], ak racine d’ordre au moins ny de P — P (ax)
k=1

& Vk e [1,p], Vie [1,n«], P (ax) = 0.

Soit alors (x1,...,0p) € RP et P € Ry [X].

P
Pe () En, (@) et Yk € [1,p], Pax) = ax & @ (P) = (&1, 0y..,0y.0 0y 05,040 ).

k=1 ng Np
Puisque @, est un isomorphisme, il existe un et un seul tel polynoéme.

3)a)Ici m=(3—1)+n+14+1=n+4. Daprés la question précédente, il existe un polynéme H, et un seul, élément
de Ry 14[X] tel que Hi, € EL(0)NE; (1) NE(—1) et H(0) =0 et Hi (1) = Hp(—1) = 1.

Le polynéme H, (—X) vérifie exactement les mémes conditions et donc, par unicité, Hn(—X) = Hp(X) ou encore, le
polynéme H,, est pair.

b) Nécessairement, puisque Hy (0) =0, que Hy, € E(0) et que deg (X,) < n+4, il existe quatre réels a, b c et d tels que
H, = X! (CLX3 +bX2 +cX+ d). H,, doit étre pair.

e Supposons n pair. Posons n = 2p ot p € N*. X"+ = X?P*1 étant un polynéme impair, il doit en étre de méme du
polynome aX3 4+ bX? +cX + d. Donc, b=d = 0.
La condition Hp, (1) =1 fournit a4 c¢ =1 et donc Hpp = x2p+1 (aX3 +(1— a)X). Mais alors

Hj, = (2p + 1X?P (aX® 4 (1 — a)X) + X*P*T (3aX? +1—a)
puis

H, () =0& 2p+1)+Ba+1-a)=0&a=—(p+1).
Donc,

¥p € N*, Hop = XPT (—(p+ X3+ (p+2)X) =X2PF2 (—(p+ 1)X* + (p+2)).

e Supposons N impair. Posons n = 2p + 1 ot p € N. X" = X?P+2 ¢tant un polynome pair, il doit en étre de méme du
polynome aX3 4+ bX? + cX + d. Donc, a =c = 0.
La condition Hyp41(1) =1 fournit b4+ d =1 et donc Hapy1 = X2p+2 (sz + (11— b)). Mais alors

Hyp 1 = (2p +2)X7P T (bX? + (1= 1)) + X2 (2bX)
puis
Hyp 1 (1) =0& (2p+2)+2b=0&b=—(p+1).
Donc,
Vp €N, Hapi1 =XPH2 (—(p+ 1)X* + (p+2)).
On note que Hapy1 = Hayp.
c¢) Soit x €] — 1, 1[. D’aprés un théoréme de croissances comparées,

Hap (x) = x2P2 (—(p+ 1)x* + (p + 2)) e Oet Hapra(x) = X2PH2 (—(p+ x>+ (p+2)) — 0.

p—+oo
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Donc, Hn(x) — 0. Ainsi, la suite de fonctions (Hyn), c. converge simplement vers la fonction nulle sur ] — 1, 1[.
n—-+4oo

Soit p € N*. Posons xp = /1 — ——= €] = 1,1[.

1 p+1 1 p p+1
Hap bp) = (‘ ‘p—+1) (‘“”” (1 ‘p—+1> “p“)) :z(p—ﬂ

—(p+1) —(p+1)
= <ﬂ) _2(1 +l> — 2e (PHIn(1+)
1)

_ ze—(pﬂj(%ﬂ)(%)) — e 1to(l)

2
Donc, Hap (xp) _J_ . et en particulier, Hyp (Xp) ne tend pas vers 0 quand p tend vers 4+oco. Ceci montre que la suite
p—+00

de fonctions (Hy), oy~ ne converge pas uniformément vers la fonction nulle sur ] —1,1[.

Partie III. Fonctions génératrices plates en 0

1) a) Soit n € N*. Gx est plate & Pordre n en 0 si et seulement si pour tout k € [1,n], P(X=k)=0et P(X =n+1) #0.
Ceci est équivalent au fait que pour tout x réel de [O,n+ 1 P(X <x) =P(X=0) et P(X<n+1)>P(X=0).

En résumé, Gx est plate a 'ordre n en 0 si et seulement si la fonction de répartition de X est constante sur [0,n + 1 et
pas sur [0,n + 1].

b) D’aprés la question 1.b) de la partie I, Gx est ultraplate en O si et seulement si Vk € N*, P(X = k) = 0. Ceci équivaut
P(X=0) =

2) a) La somme d’une série entiére est de classe C* sur son intervalle ouvert de convergence. Donc, ici Gx est de classe
C® sur R. En particulier, Gx est dérivable & tout ordre en 1 et on sait alors que la variable aléatoire X admet un moment
a n’importe quel ordre.

b) Soit n € N*. Supposons S plate a 'ordre n en 0. Donc, pour tout k € [1,n], P(X =k) =0 et P(X =n+1) # 0 puis

+o0 +oo
ZkPX k) Z kKPX=k)>(n+1) Y PX=kK=mn+1) PX=k=mn+1.
k=n+1 k=n-+1 k=1

De plus, on a ’égalité si et seulement si pour tout k > n+2, P(X =k) =0 ce qui équivaut A P(X =n+1) =1.
3) a) Soit m = [c] + 1 (ou [ ] désigne la partie entiére). ¢ est un élément de In + 1, m[. Donc il existe A €]0, 1] tel
c—(n+1)

m—(n+1)
PX=n+1)=1—A, P(X=m) =A et pour tout k € N*\{n+1,m}, P(X =k) =0. Gx est dans E,,(0) et

que ¢ = (1 =A)(n+ 1) + Am (& savoir A = ). Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N* tel que

EX)=m+1)PX=n+1)+mPX=m)=(1—-A)n+1)+Am=c.

b) Par hypothése, pour tout k € [1,n], P(X=k) =0et c = G4(1) = Zoo kP(X = k) = E(X). D’aprés le théoréme de
k=n+1
transfert, GJ(1 Z k(k—1)P k) = E(X(X — 1)) puis
k=n+1
GY(1) —cle—1) = E(X(X = 1)) — E(X)(E(X) — 1) = E (X2) — (E(X))? = E (X — E(X))?) >0,

et donc G¥(1) > c(c—1).
c)

Gx(M) =clc=1) = E(X-E(X)?) =0= E(X—c)?)=0= Z P(X=k) =0
k=n+1
=SVk>n+1, (k—c)?P(X=k) =0
= dk >2n+ 1/ c =k (car 'une au moins des probabilités P(X = k) n’est pas nulle)
=>ceNfetc>n+1).

Donc, si G{(1) =c(c — 1), c est nécessairement un entier.
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Supposons maintenant que ¢ ¢ N (et ¢ >n+1).

Partie IV. Approximations polynomiales

1) a) Soit G = {f € F/ f(0) = 0}. Soit (fn),y une suite d’éléments de G convergeant uniformément sur [—1,1] vers une
certaine fonction f appartenant & F. En particulier, la suite de fonctions (fy), oy converge simplement sur [—1,1] vers la
fonction f et en particulier, f(0) = liI_'I_l f.(0) = 0. Donc, f € G.

n—-+oo

Ainsi, toute suite convergente d’éléments de G converge dans G et donc G est un fermé de F.

b) Soit H = {f € F/ f(x) = o(x)}. (L’indication fournie est mauvaise car la suite de fonctions proposée converge
x—

simplement sur [—1, 1] vers la fonction f : x — [x| qui n’est pas de classe C* sur [—1,1]).

nx3

1 +nx2’

fn(x) o nx3 et en particulier, fy (x) o o(x). Done, (f,)

La suite de fonctions (fn), oy« converge simplement sur [—1,1] vers la fonction f : x + x. De plus, pour n € N* et
x € [—1,1],

Pour n € N* et x € [—1,1], posons f,(x) = Chaque f,,, n € N*, est de classe C*® sur [—1,1] et vérifie

. .
nen- st une suite d’éléments de H.

nx3 x|
[ () =0l = ‘1 +nx? _X‘ IR
) . x .
Soit n € N*. Pour x € [—1, 1], posons gn(x) = Tl gn est impaire. Pour x € [—1,1],
, (14 nx?) —x(2nx) 1 —nx?
(1T +nx2) (1T +nx2)

1 1
gn est positive sur [0, 1], impaire, croissante sur {O, T} et décroissante [T, 1]. Donc, pour tout x € [—1,1],
n n

1 1
lgn(x)| < gn (ﬁ) = m

1
Ainsi, pour tout n € N*, [|f — fu|| < PN et donc la suite de fonctions (f,),, oy converge uniformément vers f sur [—1, 1]

et de plus, f est de classe C* sur [—1,1].
La suite de fonctions (fy), <y est donc une suite d’éléments de H qui converge uniformément sur [—1,1] vers un élément

f de F. Mais, f n’est pas négligeable devant x quand x tend vers 0 et f n’est donc pas un élément de H. Ceci montre que
H n’est pas un fermé de F.

2) a) Soit f € F. f est continue sur [—1,1] et donc T(f) est définie et de classe C' sur [~1,1] puis (T(f))’ = f. Mais alors,
T(f) est de classe C* sur [—1,1] ou encore T(f) € F. Ceci montre que T est une application de F dans F.

Soient (f,g) € F2 et (A, u) € R2. Pour tout x de [—1,1],

X X

flt) dt + uJ g(t) dt = (AT(f) + uT(g))(x),

TV + ug)(x) =L (M + 1g) (1) dtzxj O

0
et donc T(Af + png) = AT(f) + uT(g). On a montré que T est un endomorphisme de F.

On sait alors que pour montrer la continuité de T, il suffit de fournir un réel k > 0 tel que, pour tout f de F, ||T(f)|| < k||f|.
Soit f € F. Pour tout x de [0, 1],

ITf(x)| =

X X X
J f(1) dt‘ <J ()] dt <J 11l dt = x|[f]| < 7]
0 0 0

De méme, si x € [—1,0],
0
01 < [ 0] de < 1] < .
Ainsi, pour tout x € [—1,1], [Tf(x)| < ||f]| et finalement, | T(f)|| < ||f]|-
On a montré que pour tout f € F, ||T(f)|| < ||f|| et donc, T est continue sur Pespace vectoriel normé (F, || ||).

b) Soient f € F et n € N*. T*(f) est de classe C® sur R et (T™(f))’ = T"'(f) puis par récurrence, Yk € [0,n],
(T ()™ = T=%(f). En particulier, (T™(f))'™ = . D’autre part, pour k € [0,n — 1], (T™(£))™ (0) = T**(0) = 0 car
n—k > 0. Donc, T"(f) est une fonction dont la dérivée n-éme est f et dont les dérivées d’ordre au plus n — 1 s’annulent
en 0.

http ://www.maths-france.fr 6 © Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés.



Si g est une telle fonction, la dérivée n-éme de T™(f) — g est nulle et donc il existe un polynéme P de degré au plus n — 1

tel que T™(f) — g = P. Les dérivées successives de P en 0 jusqu’a I'ordre n — 1, sont nulles et donc tous les coefficients de

P (0)
k!

P sont nuls (Vk € [0,n —1], ax =

probléme posé.

c) Soit f € F.

= 0) et donc P =0 puis g = T™(f). Ceci montre T™(f) est 'unique solution du

f € Ker(T) = ¥x € [-1,1], J f(t) dt =0
0

= Vx € [-1,1], f(x) =0 (en dérivant 1’égalité précédente)
= f=0.

Ainsi, Ker(T) ={0} puis T est injective.

Un élément de Im(T) s’annule en 0 et donc par exemple, la fonction x — 1 est un élément de F qui n’appartient pas a
Im(T). Ainsi, Im(T) # F et donc T n’est pas surjective.

3) a) f(k+3) est une fonction continue sur le segment [—1,1]. D’aprés le théoréme de STONE-WEIERSTRASS, il existe une

suite (Pn), oy~ de fonctions polynomiales convergeant unlformement vers la fonction f(*3) sur [—1,1].

b) T est continue sur I'espace vectoriel normé (F, || ||) et donc, T**3 est continue sur cet espace.

Puisque la suite (Pr ), . converge vers f (k+3) dans 'espace vectoriel normé (F, || ||) et que T**3 est continue sur cet espace,
la suite (T**3 (Pn))neN*

converge uniformément vers T<+3 (f“‘*“) sur [—1,1].

converge vers TK+3 (f(k+3)) dans cet espace ou encore la suite de fonctions (Tk+3 (P“))neN*

Maintenant, (T*3 (f(k+3)))(k+3) = f(*+3) et donc il existe un polynoéme R de degré inférieur ou égal a k + 2 tel que
Tk+3 (f(k+3)) =f+R.

Finalement, la suite (T*"3 (P“))neN*
polyndéme de degré au plus k + 2.

c) Pour n € N, posons R,, = T**3 (P,,) —R.

converge uniformément sur [—1, 1] vers une fonction de la forme f + R ol R est un

e La suite de polyndmes (Ry) converge uniformément vers f sur [—1,1].

neN*

e La suite de polynémes (Tk+3 (Pn))neN* converge uniformément et donc simplement vers f+ R sur [—1, 1]. En particulier,

f(0) + R(0) = Llrf T3 (Ph) (0) = 0 et donc R(0) = —f(0) puis pour tout n € N, Ry, (0) = T3 (P,,) (0) — R(0) = f(0).
n oo

e La suite de polynomes (Tk+3 (Pn))neN* converge simplement vers f 4+ R sur [—1,1] et pour tout i € [T,k 4 2], la suite
((Tk+3 (Pn))(i))neN* = (TkH3-1 (Pn))neN* converge uniformément sur [—1,1] (car k + 3 —1 > 0 et par continuité de
T3 sur (R [)).

On sait alors que pour tout i € [1,k + 2], la suite ((Tk+3 (Pn))m)

= (T*H31(Py) converge vers (f + R)¥)

neN* neN*
Par suite,
RY(0) = lim T*3H(P,) (0) — fH(0) = —1)(0)
n—-+oo
f(k+1](0) . f(k+2)(0)
seuli - _ b Wk 8 W2

et en particulier, R = —f(0) T X kT2
Ensuite, pour i € [1,k] et n € N*, S)(O) = Tk+3-1(P,) (0) — RW(0) = 0. Donc, pour tout n € N*, R,, est plate en 0 a

Pordre k au moins. Ensuite, R (1) (0) =T? (P,) (0) — R(k+1) (0) f(k+1)(0) #£ 0 et donc, pour tout n € N*, R,, est plate
en 0 a lordre k (exactement).

e Il reste & corriger R,, pour obtenir un polynéme prenant en plus la méme valeur que f en —1 et en 1 sans changer la

valeur en 0, la caractére plat a 'ordre k en 0 et la convergence uniforme vers f sur [—1,1].

Cherchons Q,, sous la forme Q,, = R + X?¥ (anX2 + an) (x2k (anx2 + bnx) =, ° (XZk) avec 2k > k+ 1 avec k € N*).
X—

{ Qu(1) = (1) <:>{ an+bn+Ra(1)=F(1) anz%(f“)—Rﬂ(‘)+f(—”—Rn(—‘”
Qu{=1=1=1) 7 | @n =bn +Ra(=1) =1(-1) b = 5 (F(1) = Ra(1) = f(=1) + Ra(=1)

Soit donc Qun = R + Ty 01t Ty = = X% ((f(1) = R (1) + F(—1) = R (=1)) X2 4 (f(1) = R (1) — F(—1) + R (=1)) X).
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Qn(0) = Rn(0) = f(0), Qu(1) =f(1) et Qn(—1) = f(-1).

. f(k+1)(0)
Pour i € [0,k + 1], Qn(x) jo Rn(x)+o0 (XZk) =1(0) + m
Pour x € [—1,1], [Ta(x)] < lan] + [bal < Max{[Rn (1) = £(1)], [Rn(=1) — £(—1)[} et donc

X1 +o (XkH) et donc Q,, est plate a 'ordre k en 0.

[Tnll < Max{Rn (1) = f(DI, Rn(=1) = f(=1)} — 0.

n—-+4oo

Donc, la suite de fonctions (Ty,) converge uniformément vers la fonction nulle sur [—1,1] puis la suite de fonctions (Qy)
converge uniformément vers la fonction f sur [—1,1].
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